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Metoda smési Princip metody Priklad smési

Metoda distribu¢nich smési

Vychozi informace:

soubor nezavislych pozorovani S (trénovaci data) s n&jakym nezndmym
mnohorozm&rnym a multimod&lnim rozloZenim pravdé&podobnosti P*(x)

S={xW x® . xK} x() = ( fk) xék), . (k)) ekX
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Princip metody distribuénich smési

aproximace mnohorozmérného multimodalniho rozloZeni pravdépodobnosti
P*(x) ve tvaru vaZeného souttu parametrickych komponent F(x|m)

P(x):mzl\j:l Zwm—l > F(xlm)=1 (:/XF(x|m)dx)

xeX

|
N
N

Pt¥iklady aplikaci

rozpoznavani obrazi, klasifikace textovych dokumenti, problém predikce,
modelovani textur, analyza obrazi, statistické modely dat, ...

E




Metoda smési Princip metody Priklad smési

Smési jako " semiparametricky” model

parametricky pFistup: nap¥. odhad normélnl' hustoty pravdépodobnosti

1
Px:i x—c)TA Y (x—¢)}, xe X
(9= e P50~ 9TA )
primér: ¢ = Z X, kovarian¢ni matice: A = Z(x T
ST = 18] =

neparametricky ptistup: jidrovy (Parzeniiv) odhad

1 (Xn_yn)2
P(x) |S| anonexp{ 202 },XEX

yeS n=

problém: (volba parametrii o,,)

Distribuéni smési jako semiparametricky multimodalni model

@ kompromis mezi omezujicim predpokladem parametrického modelu a
obecnosti neparametrickych odhadi

o efektivni odhad parametri smési pomoci EM algoritmu !
A




Metoda smési Princip metody Priklad smési

Ptiklad - EM algoritmus pro smés normalnich hustot

vypotet odhadu parametrii smési z dat: S = {x(!) ... x(K)}
1 1
F(x|cm, Am) = —————exp{—=(x —cm) A (x —cp)}, x€ RN
(x| ) 2V A, p{—5( ) ( )}

|S| ZlogP |S| Zlog [Z (x|cm, m)Wm‘|

xeS XES

Iteraéni rovnice: ~ maximalizace vérohodnostni funkce

mF(X|Cm, Am)

M b
> =1 WiF(x[c;, Ay)

E-krok: g(m|x) = xeS, m=12,....M

M-krok: w, (m|x), c, = x g(m|x)
IR e
’ ]_ ’ ’
A= D a(mlx) (x = e,)(x —¢,) "

S s a(m) 2

POZN. Potet komponent smési je nutné zvolit pfedem. oTiA



Princip metody PfFiklad smé&si

Metoda smési
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Metoda smési rincip metody Ptiklad smési

Data nahodné& generovand podle normalni smési (M=7)

L L L L
i} 50 100 150

6000 bodd: pro ovéfeni spravnosti implementace EM algoritmu @
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EM obecn& Obecny EM Monotonie Vypogetni vlastnosti Historie

Obecna verze EM algoritmu

EM algoritmus: maximalizuje v&rohodnostni funkci (kritérium)

‘S|Z|ogP |S|Z|og[ZWm (x|m 1

x€S

Iteraéni rovnice: (m=1,2,....M, xS, S={x ... x(K1

k) = ) mix
A = ) ISIX;S .

1
F'(Jm) = arg max {ersWIx)ersq(m'X) log F(x|m) }

pro soutinové komponenty:  F(x|m) = H,’:’ 1 fa(Xn|m)

1
= £ (.|m) = arg max

(|m>{mzq(m|") log fn(XnIm)}7 n=1,...,N

xeS

POZN. Explicitni ¥eSeni rovnic pro vypofet maxima: @



EM obecn& Obecny EM Monotonie Vypocetni vlastnosti Historie

Monoténni vlastnost EM algoritmu (Schlesinger, 1968)

Posloupnost hodnot vérohodnostni funkce {L(Y)}2°/ je neklesajici:
L) O >0 t=0,1,2,...

a pokud je shora omezend, konverguje monoténné& k lokdlnimu nebo
globdlnimu maximu (nebo sedlovému bodu):

lim L® =[* < 0.

t—oo

Z existence konetné limity L* < oo plynou nasledujici nutné podminky
konvergence:

Jim (L) _ )y =0 =

= fim WD (m)—wO(m)| = 0,me M, lim lgD(x)—gO([x)[| =0
—00

t—oo

POZN. Z konvergence posloupnosti {L(Y)}°, neplyne automaticky
konvergence posloupnosti odhadovanych parametri smési !

(oTiA]



EM obecn& Obecny EM Monotonie Vypotetni vlastnosti Hi

Dikaz monotdnni vlastnosti

Kullback-Leiblerova informaé&ni divergence | gq(|x)\|q/(|x)) Je nezdpornd pro
libovolné dvé podminéné distribuce q(-|x), g (:|x) a rovnd se nule pravé kdyz
jsou obé distribuce identické.

q(mlx)
= |S|Z/ a(-1x)llq’ (- |SZlZ x) log (m|x)]20

xeS x€S Lm=1

Dosazenim za q(m|x), g'(m|x) podle kroku E dostaneme nerovnost:

(x) w, F'(x|m)
ZZ Px |S‘ZZ q(m|x) Iogl E(xm )]>O

x€$m1 x€S m=1

pticemz prvni €len na levé strané je roven pfirlistku kritéria L:

Px) _ 1 P _
5] DR &t 15128 P L L

x€S m=1

(oTiA]



EM obecn& Obecny EM Monotonie Vypotetni vlastnosti Historie

Dikaz monotdnni vlastnosti

Z upravené nerovnosti déle plyne po dosazeni z pfedchozi rovnice:

*) L —L> Z [ Z (m]x) Iog +Z Zq(m|x log F(( | ))

m=1 xeS xES

S vyuZitim substituce podle kroku M

**) w,, Z (mx), m=1,2....M
S
xES
miZeme napsat nerovnost:

EM:[ > a( mIX]log Zw —f/”zo.

m=1 xeS
tzn. prvni suma na pravé stran& vychozi nerovnosti (*) je nezdporna.

POZN. Definice (**) vah w,, maximalizuje prvni sumu.

(oTiA]



EM obecn& Obecny EM Monotonie Vypotetni vlastnosti Historie

Dikaz monotdnni vlastnosti

Definici funkce F (-|m) v kroku M miiZzeme zapsat ve tvaru:

> a(mix)log F'(x|m) > > q(m|x) log F(x|m), ¥ F(-|m)

xeS xeS

tzn. pro libovolné funkce F(-|m) plati nerovnost:
Z Z (m|x) log F' (x|m Z Z (m]x) log F(x|m).
xES XES
P¥edchozi nerovnost |ze upravit na tvar:
Z 1 a(mlx)og Fodm)

XGS F|)

tj. p¥iristek vérohodnostni funkce je nezaporny:

L—L>ZW Iog—JrZ Z (m|x) log F (x|m )20

Jeerd F(xim)

= L'>L UTiA




EM obecn& Obecny EM Monotonie Vypogetni vlastnosti Historie

Identifikace smési x aproximace pomoci smési

Problém identifikace smé&si (nap¥. shlukova analyza)
o cilem je zjistit poet komponent a odhadnout parametry smési
@ je tfeba aby odhadovana smés byla identifikovatelna

o POTIZ: v&rohodnostni funkce smé&si ma téméF vzdy lokalni maxima
(zvldsté pri velké dimenzi a malém pottu dat)

@ = nalezené lokdIni maximum zavisi na volbé po¢atecnich parametrii

@ POTIZ: kvalita odhadu smési zavisi na zvoleném po¢tu komponent a
pocatetnich parametrech

e = POCET KOMPONENT? POCATECNIi HODNOTY?

Problém aproximace neznamé pravdépodobnostni distribuce

@ cilem je co nejpresnéjsi aproximace neznamého rozloZenf{
pravdépodobnosti pomoci distribu¢ni smési

@ smé&s nemusi byt identifikovatelnd (vyhoda p¥i aproximaci)
@ konkrétni polet komponent smé&si neni dileZity

@ pocatedni parametry smési je mozné generovat ndhodné |:UTI'A:]



EM obecné Obecny EM  Monotonie Vypo&etni vlastnosti H

Vypocetni vlastnosti EM algoritmu

Typicka aproximaéni uloha: velky pocet dat + velky pocet komponent

o efektivni aproximace multimodalnich distribuci s velkou dimenzi

@ pri velkém pottu komponent (M ~ 10! — 10?) Ize zanedbat komponenty
s ¥adov& niz&i vdhou (= konkrétni polet neni diilezity)

@ existence lokalnich extrém( neni dlleZitd protoZe pfi velkém poctu
komponent je hodnota kriteria v riiznych lokdlnich maximech srovnatelnd

@ = inicializace parametrd smési nema podstatny vliv, po¢ate¢ni
parametry komponent je moZné generovat ndhodné

o iterace EM algoritmu v zavére¢né pomalé fazi vypoétu maji obvykle maly
vliv na hodnotu kritéria a pfesnost aproximace a lze je vynechat

@ zavérelna faze vypoltu obvykle zvysuje riziko " pfeurleni” parametri
(overfitting), tzn. v&asné ukon&eni iteraci miZze zlepsit kvalitu YeSeni

o EM algoritmus Ize pouZit na "vaZena” data

POZN. Neé&které z uvedenych vlastnosti zavisi na konkrétnich datech,
tj. neplati obecné a nelze je dokazat. [OTiA



EM obecné Obecny EM Monotonie Vypo&etni vlastnosti Historie

Z historie problému odhadovani smési

v obdobi 1895 - 1965 bylo publikovano asi 80 praci o identifikaci smési

o Pearson (1894): " Contributions to the mathematical theory of
evolution. 1. Dissection of frequency curves.” Philosophical Transactions
of the Royal Society of London 185, 71-110. (odhady smési
dvou jednorozmérnych normdlnich hustot metodou momentii)

efektivni ¥eSeni problému odhadu smési aZ s pfichodem pocitacu:

e Hasselblad (1966), Day (1969), Wolfe (1970):
Jednoduché iteraéni schema (EM algoritmus) pivodné odvozené
intuitivné algebraickou tpravou vérohodnostnich rovnic pro normalni
smési, metoda snadno pouZitelnd v mnoharozmérnych p¥Fipadech,
v kaZdé iteraci zvysuje hodnotu vérohodnostni funkce

@ Hosmer (1973): "lterative m.-l. estimates were proposed by Hasselblad
and subsequently have been looked at by Day, Hosmer and Wolfe"

o Peters a Walker (1978): "... we have observed in experiments that
the convergence is monotone, i.e. that the likelihood function is actually
increased in each iteration, but we have been unable to prove it." Y

(OTiA]



EM obecn& Obecny EM Monotonie Vypotetni vlastnosti Historie

Z historie problému odhadovani smési

prvni dilkaz monotonie EM algoritmu:

@ Schlesinger M.l. (1968): " Relation between learning and self learning
in pattern recognition”, (in Russian), Kibernetika, (Kiev), No. 2, 81-88.

AULIMIATIUR 101G, nuiAa Duanan
HaJbHBl BeJIHUMHAM «;.

JleMMa JIerko MoKer ObITb AOKasaHa Ausi s = 2,
a 3aTeM MeTOJOM MaTeMaTHUeCKO HHAYKUuH 0606-
nena Anst JoGoro s.

Teopema 1. IlycTs
H3BECTHBIX NapaMeTPOB, MOJyYEHHBIX COOTBETCTBEH-
HO mocae f-ofi u (f + 1)-0ff mrTepauuit anropuT™a
camooGyuenns. B Takom cayuae, ecan AV AtHY,
10 L(A%) < LAY,

JloxkasaTenbCcTBO.

b ap npuBUpLEY

A®, AYY _ gnavenus we-

Ha ocnopannu TOro, 4TO

s

):,u“ =1 ans Beex i (cM. dopmyay (7)), Beipa-

=1

wenne 151 L(AY) moxmno sanucats criefyiourum
0o6pasom:

no s
LAY =Y logy pi-plo/a) =
i=l k=1

=¥ Yo, @A logp +

k=1 =1

s m
< 2 \_ @ (A" log p (vi/af ), (10)

k=1 i=1

v Ja®
2 Eaik(/ﬁ“) log _M)___ >
i=1 k=1 Z P -p(©,/a)
=1
bid L”L" p(o,/ag+D)

(1

> Z Ea {A®) log

i=1 k=l

p(t+l7 P (v /af+D)

uq

npuueM, TO KpafiHeit Mepe, OJHO H3 NepBBIX ABYX
HEPABEHCTB BBHIMOJIHSIETCS] CTPOrO.
JlokaxeM HepaseHcTBO (9).
Tlo onpenenenuio (3Tam 2 anropuT™a) BelHUHHA
m

N @),
pi+Y nmporiopuronanbha semunne Y oy (A7), K
=

s
N .
TOMY e OUeBHIHBIM AB/IsIeTCS PaBEHCTBO 2‘ pg+l =

o Ajvazjan et al. (monografie, 1974): cituje Schlesingeriv vysledek
o Isaenko a Urbach (1976): cituje Schlesingeriv vysledek

(oTiA]



EM obecn& Obecny EM Monotonie Vypotetni vlastnosti Historie

Z historie problému odhadovani smési

nazev EM algoritmus: z ¢asto citované prace (”all time top 10”):

e Dempster et al. (1977): "Maximum likelihood from incomplete data
via the EM algorithm.” J. Roy. Statist. Soc., B, Vol. 39, pp.I-38.

Maximum Likelihood from Incomplete Data via the EM Algorithm

By A. P. DEMPSTER, N. M. LAIrRD and D. B. RuBIN
Harvard University and Educational Testing Service

[Read before the ROYAL STATISTICAL SOCIETY at a meeting organized by the RESEARCH
SecTioN on Wednesday, December 8th, 1976, Professor S. D. SiLVEY in the Chair]

for all p>p(¢) and all r> 1, where each term in the sum is non-negative.
Applying assumption (2) in the theorem for p, p+1,p+2,..., p+r—1 and summing, we
obtain from (3.12)

e )\53 (49— p+i-D) (0 +) _ ptp+i-DYT, 3.13)
=)
whence
£> NP4 —p?) (P — pPT, 3.19)

as required to prove convergence of ¢‘® to some ¢*.
Theorem 1 implies that L(d) is non-decreasing on each iteration of a GeM algorithm, and is
strictly increasing on any iteration such that Q(”*+1| ") > O( | ). The corollaries

Google Scholar, listopad 2014: 39 000 citaci ¢lanku Dempster et al. UTiA



EM obecn& Obecny EM Monotonie Vypogetni vlastnosti Historie

Z historie problému odhadovani smési

chyba v dikazu konvergence posloupnosti parametri:

o Boyles R.A. (1983): "On the convergence of the EM algorithm.” J.
Roy. Statist. Soc., B, Vol. 45, pp. 47-50.

@ Wu C.F.J. (1983): "On the convergence properties of the EM
algorithm.” Ann. Statist., Vol. 11, pp. 95-103.

UICUICULGE PIUpPOILIGe U Wiy aug)

applications in statistics.
However, the proof of gence of EM in DLR ins an error. The

lmphcauon from (3.13) to (3.14) in their Theorem 2 fails due to an incorrect use of the

inequality, Additional ts on this proof are given in Section 2.2. Therefore
the convergence of EM sequence as proved in their Theorems 2 and 3 is cast in doubt.
Other results on the monotonicity of likelihood sequence and the convergence rate of EM
sequence (Theorems 1 and 4 of DLR) remain valid.

Desbite its slow numerical convergence. the EM algorithm has become a very popular

[T ™ U

Monografie: Titterington et al. (1985), McLachlan and Peel (2000)
Google Scholar (2013):

o termin "EM algorithm”- 2 930 000 publikaci
@ "EM algorithm & mixture”- 576 000 publikaci

(oTiA]



Soutinové smési Soutinové smési Implementace

SOUCINOVE SMESI

smés sou&inovych komponent (model podmin&né nezavislosti):
M N

P(x) = W H fo(xn|m), x€ X
1 n=1

m=

Z3akladni vyhody pouZiti souéinovych komponent

@ zjednoduseni vypottu (odpadd nap¥. inverze kovariangnich matic)
o stabilita vypottu (odpad3 riziko Spatn& podmin&nych matic)
@ snadny vypocet marginalnich rozloZeni pravdépodobnosti

@ moznost odhadu parametrl smési z netiplnych datovych vektori

Nevyhody sou€inovych smé&si (+ myty a pov&ry)

o skryty ptedpoklad nezavislosti promé&nnych (?!) (plati pouze pro M=1)

o predpoklad soutinovych komponent je omezujici (?)

@ vhodna normalizace dat pfed pouZitim souginové smési (?)

V.




Soutinové smési Soutinové smési Implementace

Ptiklad EM algoritmu - souc¢inovd normalni smés

normalni hustoty s diagonalni kovarian¢ni matici

KOMPONENTY:
N
1 (Xn_/ﬁmn)2
Fixlp,,om) =] ——expd - 22 —Lm/ 1 yecx
(X| s &) U — p{ = }
M
1
3 ZlogP x) = 5 > log[> " WinF (x|t 0'm)]
18] Sl&z o

xeS

iteragni rovnice: (m € M, ne N)
WmF(X‘ILm,O'm) X € S,

M b
Zj:l WjF(X|Nj70'j)

q(mix) =

Z (MX), i = |S| anq mlx)

xeS

’ Z Xp — /umn m|X |S|

(Umn

Wm
S|

ey s

odpada inverze kovarianénich matic = stabilnéjsi vypocet

ZX a(mlx) — (stmn)?

(oTiA]



Soutinové smési Soutinové smési Implementace

Ptiklad EM algoritmu - diskrétni soucinova smés

KOMPONENTY: souéiny jednorozmérnych diskrétnich rozloZeni psti

m):an(x,,|m), X = (X1,...,Xn) € X, Xq € Xn, |Xn| < 00

|SZlOg'DX)_|S|Z|Og[ZWme(X”|m]’ ex

xeS xeS
iteragni rovnice: (x € S, S={xM ... x(F1)
Wi F (x|m)
amx) = —gr—— -1 Wm Z (mlx)
Zj:l w; F(x[)) |S‘ x€S
f,(&lm m|S‘ Zé &, xn)q(m|x)

POZN. 1 Diskrétni sou€inova smés neni identifikovatelna.
(problém pf¥i shlukové analyze x vyhoda p¥i aproximaci)

POZN. 2 Kazdé diskrétni rozloZen psti jako sou€inovou smés. UTiA



Soutinové smési Soutinové smési Implementace

P¥iklad EM algoritmu - smés Bernoulliho rozlozeni

binarni data:
x=(x1,x%,...,xy) €EX, X, € {O 1}, x={0, 1}V

N
F(x|m) = F(x|0m) Hf (%alOmn) = [ ] 050(1 = Omn) ™
n=1

S Z Iog[z Wi F(x|0m) S={xM, . . x(K)}
x€S m=1
iteracni rovnice:
mF (x|0m
qg(m|x) = winF (x|, xeS, m=12....M

YLy wiF(x16;)’
Z (m]x), . |S| Zx,,q m|x)

xeS

Wm
1S]

POZN. Problém ptesnosti souinl velkého po&tu parametri 0,,,.

&islice na binarnim rastru, vysledky biochemickych testi ...

(oTiA]



Soutinové smési Soutinové smési  Implementace

Poznamky k implementaci EM algoritmu

@ implementace EM algoritmu: jako cyklus p¥es data (pro |S| >> 1)
Do a(mlx) = e D X0 G(MIX) = finn O
xeS xeS
@ nutnd podminka spravnosti programu: L'>1L
o podminka ukon&eni vypottu: (L' — L)/L <€, (e~1073—1079)
(v kone&né fazi vypottu obvykle dochazi k nadmé&rnému pFizplisobeni
odhadovanych parametri k datiim, tzv. "overpeaking”)

@ EM algoritmus spontdnné potladuje vahy prebyteénych komponent,
z rozloZeni vah Ize posoudit potfebny pocet komponent
@ uZite¢ny (daj:
_ 1
Gmax(X) = nrpe%{q(m‘x)}’ Gmax = E )Z;S Gmax(X)
@ pro data s velkou dimenzi (N >> 1) je typicky maly " p¥ekryv"
komponent, tj. pomé&rné vysoké hodnoty gm.x =~ 0.85 — 0.99

@ = 3patné podminéné kovarianéni matice

Ovéreni algoritmu: generovani umélych dat + reidentifikace parametri [{riA



Soutinové smési Soutinové smési  Implementace

Implementace EM algoritmu v prostoru s velkou dimenzi

PROBLEM: numericka nestabilita v prostoru s velkou dimenzi

o komponenty F(x|m) "podtékaji” jiz p¥i dimenzi N ~ 30 — 40
= ztrata presnosti vypottu (n&kdy obtizn& zjistitelnd)
= vypocet komponent je tfeba provést v logaritmickém tvaru:

log[F (x| m) W] = log wim + > _ log fy(xn|m)
neN
maximum:  log C(x) = mrgx{ log[F (x|m)wm] } = C(x)

o NORMALIZACE hodnot F(x|m) a P(x) pro vypocet g(m|x):

exp{— log C(x) + log wim + > _ log fo(xa|m)} = C(x) ™" F (x| m)wim
neN
C(x)"rF(x|m)wp, F(x|m)wpm,

a(mbx) = S OO O S Foxliwg

P¥iklady zdrojového kédu: oTiA




Modifikace Strukturni model Neiiplna da data Sekvenéni schema

Strukturni model smési (Grim et al. 1986, 1999, 2002)

binarni strukturni parametry: ¢, = (¢m1, .-, dmn) € {0, l}N

m) = [T falalm)®= f(xa|0) =%, (obvykle: fo(x:]0) = P;(xn))
neN

¢mn =0 : misto f(xp|m) se v soutinu dosadi fixni distribuce 7,(x,[0)

P(x)= > FxImwn= Y F(x0)G(X|m,,,)wm

meM meM

X,|m Pmn
Gxlm ém) = ] [f"( ] )] . F(0) = T f(x0)

sew L falxal0) neN

motivace: "distribuce pozadi” F(x|0) se vykrati v Bayesové vzorci:

_ P(x|w)p(w) _ ZmeMw G(x|m, ¢,) Wi - m -
Pl = =y = TS GOl g, 2 S S

POZN. Lokalni vybér pf¥iznaki, libovolna dimenze dat. @



Modifikace Strukturni model Neiplnd data VaZzena data Sekvenéni schema

Strukturni modifikace EM algoritmu - obecné

strukturni optimalizace je soucasti EM algoritmu
= Zlog[ >~ F(10)G(xm, &) wn]
meM
iteratni rovnice: (me M,ne N,x€S)

_ G(X|m7¢m)Wm
q(m|x) = > e GOXljs ) Wy = 181 erS q(mlx),

£ (.|m) = arg max {Z g(m mISI ) 1og £, (Xn|m)}
strukturni optimalizace: qﬁ/ =1 pro r nejvyssich hodnot 7;,,,,
» (Xa|m)
o = 757 Zq(m|x ) log [ o) |

POZN. Optimalizace miZe zahrnovat i " pozadi” F(x|0) (Grim, 1999)

(oTiA]



Modifikace Strukturni model Neiplnd data VaZzena data Sekvenéni schema

Strukturni modifikace EM algoritmu - diskrétni distribuce

fa(xalm), x, € X,, n € N =~ diskrétni rozlozeni pravdépodobnosti

Xpn|M Pmn
=5 o loe[ Y Gimgmun].  Glxim) = ] [ff((x'm))]

XES meM neN

iteratni rovnice: (me M,ne N,x€ S)

_ G(X‘my ¢m)Wm
q(m|x) = P GO, &) Wi |S\ );g q(m|x)

a(m|x)
f(€lm) =" 6(¢, %) AR

xeS

strukturni optimalizace: ¢,,, = 1 pro r nejvy&ich hodnot 7.,

q(mlx) |, (xam) fy (€nlm)
=2 sl oe [ 2 eegy) = 2 hldmos g

En€EX,

(oTiA]



Modifikace Strukturni model Neiplnd data VaZzena data Sekvenéni schema

Strukturni modifikace EM algoritmu - normalni smés

(0= ttemn)’

normalni hustoty:  7,(Xa|ttmn, Omn) = \/2%0 exp{ = Tﬁm}

Xn‘,ummamn) o
|S\ Zlog[ Z Wi H <Xn|u0n700n)) }7

XES meM neN

iteratni rovnice: (me M,ne N,x € S)

_ G(X[m, @) wm
Cl(m|x) - ZJGM G(Xl_],qu)l/l/]’ m |S| Z m|X

x€S

/

mn 5 anq mlx),  (0mn) 5 ZX a(m[x) = (pmn)?
mI Wyl S| £ mI | £
strukturni optimalizace: gb:nn =1 pro r nejvyssich hodnot fy,'m
"(m) _ % (/u‘mn B luon)z (0 )2

0 = TP — log (J, )
5 2 (O'On)2 (O'On)2 ( On)2

(oTiA]



Modifikace Strukturni model Neiplnd data VaZzena data Sekvenéni schema

Vlastnosti strukturniho modelu smési

strukturni model smési realizuje " podprostorovy" p¥istup:

@ mechanizmus: miélo informativni jednorozmérné distribuce 7,(x,|m)
nahrazuje model p¥islunym fixnim " pozadim” f,(x,|0)

@ Fesi obecny problém vybéru p¥iznaki individualné pro kaZzdou
komponentu - jako sou¢ast EM algoritmu

@ umoZiiuje bayesovské rozhodovani nezdvisle na dimenzi prostoru
(¥eZeni rozhodovacich problémil bez redukce dimenze prostoru)

@ potlacuje vliv nespolehlivé odhadnutych parametri

@ sniZuje potet parametri modelu (i komponent) a tim omezuje riziko
"nadmé&rného” pFizplsobeni modelu datim (overpeaking)

@ kritériem strukturni optimalizace odvozenym z EM algoritmu je
Kullback-Leiblerova informa&ni divergence (pro diskrétni smé&s)

@ umoZiiuje statisticky korektni YeSeni problému netiplného propojeni
vstupnich proménnych a neuronové vrstvy

@ umoZziiuje strukturni optimalizaci neuro/nové sité pri zachovani
monoténni vlastnosti EM algoritmu: L — L >0 E




Modifikace Strukturni model Neuplnd data VaZena data Sekvenéni schema

Modifikace EM algoritmu - nelplné datové vektory

neuplna data, nap¥. x = (x1, —,x3, X, —, —, X7,...,Xn) € X
N(x) = {n € N : soufadnice x, je definovand v x}, xe X

S,={xeS:neN(x)}, ~ vektory x € S s definovanou soutadnici x,

predpoklad: souéinové komponenty =

|S|Z|og[ZWm xIm)l,  F(xlm)= ] f(xlm)

xeS m=1 neN(x)

iteraéni rovnice: (me M,ne N ,x€S)

) = _mFIm) i
RS >/ M IS\,;;('

: g(mx)
f (.|m) = arg max ; log fr(x,|m
o (-Im) gf"("’"){xegsn A )}

POZN. Nahrazovani chybégjicich tidaji pomoci odhadii ovliviiuje data. UTiA



Modifikace Strukturni model Neuplna data VaZena data Sekvenéni schema

Modifikace EM algoritmu - vaZend data

y(x)>0: relativnl' Cetnost vektoru x v posloupnosti S, (>, 7(x) =1)

\S| Zbg[z wmF(x|m)] = Zv(x) Iog[z W F (x|m

xeS meM x€X meM
X ={x€ X :79(x) >0} : stitni Ize omezit na vektory x € X

vazené iteratni rovnice: (me M, ne N, xe€ X)

m|x) = _ WP xlm) x|m) = Xn|m
a(rml) Z,-eM wregy Foim = I toim)
Wy = Z (mlx) = > 7(x)a(mx)
|S| XES xeX
( |m) = arg rr(mx { Z W log F(x|m)}

POUZITI: agregace dat, virtualn& ”nekonetna” data: ~(x) = P*(x)

(oTiA]



Modifikace Strukturni model Nedplna data VaZena data Sekvenéni schema

Sekvenéni rozhodovaci schema

Problém: postupné dopliiovani p¥iznaki (p¥. Iékafska diagnostika)
dané hodnoty: xp = (x,...,x;) € Xp, D={j,.... i} CN

P(xp|w) = Z Wi H fo(xp|m,w),  P(xp) = Z P(xp|w)p(w)

meM,, neD weN

Optimalni sekven&ni rozhodovani:  p(w|x,,xp), w € Q

Volba nejinformativn&jsi proménné x,, n ¢ D pfi dané podmnoZing
znamych vstupnich ddaji xp = (Xj,, ..., x;) € Xp podle kriteria
maximalni podminéné informace: /,,(X,, Q)

b (Xny Q) = Hyp (X)) — Hyp (X0]R),  n* = arg mgax {hp (X0, )}

P(xp|w
Hho(Xa) = D —Pap(xalxp) log Prp(xalxp),  P(w|xp) = (/[D)L())()’
Xn € X ?
HXD(Xn|Q) = Z W|XD Z Pn|Dw Xn|xDa )|Og P”‘D‘*’(anxD’w)
we Xn € Xp

Pripw(XnXD,w) = Prpjw(Xn, Xplw)/Ppjw(Xplw) (OTiA]



Modifikace Strukturni model Nedplna data VaZena data Sekvenéni schema

Vybér nejinformativnéj$iho podprostoru

odhad podminénych distribuci P(x|w),w € Q ve tvaru soutinové smési

= informaéni kriterium pro vybér ptiznakii:

(X5, 9) = H(Xp) — H(Xp|®)}, D" = arg max {I(Xo, )}

H(Xp) = Y —Po(xp)logPo(xp), D ={i,....jk} CN, [Dl=k

xp EXp

H(Xp|Q) = > p(w) Y —Ppju(xplw)log Ppju(xplw)

weN xpEXp

Ppj,(xplw) = Z Wi H fo(Xa|m)

meM,, neD

optimalni podmnozina D C N: (plné prohleddni, p¥iblizné metody

@ vybé&r nejinformativnéj$i podmnoZziny pFiznakl pro rozpoznavani

o rychla lokalizace 2D grafickych objektl (&islice, pismena)

\uriA]



Souhrn Literatura

VLASTNOSTI SOUCINOVYCH SMESI

SOUHRN: vypotetni vlastnosti souinovych distribuénich smésf
o efektivni odhad parametrii sm&si v mnohorozmé&rném prostoru (!)
@ snadny vypotet margindlnich rozloZeni pravdépodobnosti (!)

@ pri velkém poctu komponent se vlastnosti soucinové smési
blizi obecnosti neparametrického jadrového odhadu

@ smé&si jsou jednodussi nez jadrové odhady (mén& komponent)
neni t¥eba Yesit problém optimalizace vyhlazenfi
@ vhodné pro aproximaci multimodalnich rozloZeni pravdépodobnosti
@ moznost odhadu parametrl smési z netiplnych datovych vektori
@ umoziiuji sekvenéni rozhodovani s postupnym dopliiovanim
nejinformativnéjsich pfiznakd
@ existuje strukturni modifikace soucinové smési, kterd umoziiuje
" lokalni” vybér pfiznakl a rozhodovani v prostorech s velkou dimenzi

@ soucinové smési Ize interpretovat jako neuronovou sit

(oTiA]



Souhrn Literatura

A1l: Vlastnosti neparametrického jadrového odhadu

Theorem (Parzen, 1962; Cacoullos, 1966)

Necht Sk je posloupnost K nezavislych realizaci N-rozmé&rného nahodného

vektoru s néjakou nezndmou hustotou pravdépodobnosti P*(x).
Neparametricky jadrovy odhad P(x) s vyhlazovacim parametrem oy

P(x) =2 Z H \ﬁJK {(anjyffn)z}

}/ESK n=1

Je v kaZdém bodé& spojitosti P*(x) asymptoticky nestranny, tj. plati
lim Es, {P(x)} = P*(x),
K—o0

pokud limk_.ooox = 0. Plati“li navic limk_ oo KU;\(’ = 00,

potom P(x) je také asymptoticky konzistentni v kvadratickém priméru:

Jim Bs {[P*(x) = PP} = 0.

Vypocetni narocnost + problém vyhlazeni



Souhrn Literatura

A2: Optimalizace vyhlazeni Parzenova odhadu

Parzentiv odhad s normalnim jadrem:

Pl = 157 2 Ay 0) = 15 D

YES yeS

lH \/70’7 exp { (Xn2_og’n) }‘|

n=1

optimalizace vyhlazeni metodou cross-validace:
~ maximalizace upravené vérohodnostni funkce pomoci EM algoritmu:

~ Y log |7 > H \/%Jn exp{(xn;g%/n)z}

xeS yeS,y#x n=1

_ f(xly, o)
q(ylx) - Zues,u#x f(xlu, 0_)7 y S S

Z Z (xo — yn)*a(y[x)

XES yES, y#x

POZN. Casové naroény vypotet! [OTiA)
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'Podhlazeny " jadrovy odhad
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Souhrn Literatura

A3: Odvozeni marginalnich distribuci ze souinové smési

ST PE) =D wn( Y fililm) T falalm) =" wa [ folxalm)

X €EX; m=1 X €X; neN\i m=1 neN\i

X(_‘Z(X,'17X,'2,...7X,'k)E.)(C7 X(_‘:X,'IX~-~><X,'H CZ{I'l,...Jk}C./\/’

M
xc):ZWmFC(xdm), Fc(xc|m) = Hf (Xn|m)

neC

PacbinXc) _ 5 wmFc(xelm) o\
Petxe) ~ 2= Pelxg) el

M
Poic(xalxc) = Y Wn(xc)fa(xalm),  Wan(xc) =
m=1

n|C(Xn|XC)

Wch(Xc‘m)
Pc(xc)

(oTiA]



Souhrn Literatura

A4: Explicitni ¥eSeni kroku M

Lemma (podrobngji viz Grim, 1982)

Necht maximalné& vérohodny odhad parametru b hustoty pravdépodobnosti
F(x|b) je aditivni funkcf datx € S:

|S| Zlog F(x|b), xe X, A2 parametr
x€S
b* —argmax{ ZlogF x\b)} Z
|51 8] £
Jestlize v(x) = N(x)/|S| je relativni Eetnost vektoru x v S, plati ekvivalentné:

L= 3 2()logF(xb), & ={xeX:9(x)>0} (3 2=

x€X xEX

b* = Z v(x) a(x) = arg mlfx{ Z v(x) log F(x|b)}

x€EX x€X

Dusledek: Maximum vazené vérohodnostni funkce lze vyjadFit
jako vaZzeny maximdlng& v&rohodny odhad. UTiA



Souhrn Literatura

A4: Explicitni ¥eSeni kroku M - normalni smés

normalni smés s obecnou kovarianéni matici:

1 1
F(x|cm, An) = ————exp{—=(x— ¢y TA,;lx—cm
(xm: Am) = e b5 0 em) A7 )

M
=Y WnF(Xlcm, An)
m=1
implicitni tvar kroku M:

(¢ A )farg max {Zv ) log F(x|cm, m)}

(cm,Am)

explicitni FeSeni:

g—annVM—Zigﬁ”

xeS

Z’y x—c x—c Z’y(xxx ( )T

xeS xeS

(oTiA]



Souhrn Literatura

A5: Odvozeni M-kroku pro diskrétni souinovou smés

£ (|m) = arg max{zqm|x Igf,,(x,,|m)}7 neN, meM,

Wy | S|
Z 0(&,x) =1, x,€ X,
£ex,
_ mix) |
£.(|m) = argfr?‘a;s {XEZS <£§ 3(&, xn ) \S| (Xn|m)}7
£ (|m) = arg max{zz5§, Xpn |S| fn(&lm )}
feXx, xeS
£ (Jm) = arg max{Z(Z5f,Xn S|))|0gf(§| )}
feX, xeS Wm
5(€. %) q(m|x)
= 0m = e g

(oTiA]



Souhrn Literatura

Ab: Invariance vudi linearni transformaci

Invariance sou&inové normalni smési vidi linedrni transformaci

Necht parametry normalni souginové smési {Wpm, timn, Tmn, m € M, n € N'}
jsou stacionarnim bodem EM algoritmu, tj. spliiuji iteraéni rovnice. Dale
necht y = T(x) je linedrni transformace dat x € X’ a parametrii smési:

Yn = anXn = bna X € S, Wm = Wmn, ﬁmn = anlmn = bna &mn = anOmn-

Potom transformované parametry { Wy, fimn, Gmn, m € M, n € N'} jsou
rovnéz stacionarnim bodem EM algoritmu v transformovaném prostoru ).

Diikaz: Substituci Ize ov&Fit platnost rovnic:

1 ~ 1
Flylg,,,06m) = ——F(X|tt),0m), Ply)= ——P(x
(ylix ) T (x| ). P(y) .- (x)

q(m|Y) = q(mlx)7 y= T(X), xe$, meM

fimn = Yaq(mly),  (&mn)? — fimn)*q(mly)
IS\ Z wmIS\ 2

S ;
a [OTia)



Souhrn Literatura

A6: Odvozeni kritéria strukturni optimalizace

strukturni smés je specidlnim pfipadem soucinového modelu, tzn.

o q(m[x)
plati: w,, = |S\ Zq(m|x "(|m) = arg n(1| ){Z s Iogf(xn\m)}

je tfeba dokazat, Ze optimalizace ¢,,, zachovava monotonii, tj. :

q(m|x) log [F (:Im)]} >0  (viz dikaz)

Mz

X

m=1 F(x|m)
substituci za ( |m), F(x | ) dostaneme:
5 i)t [ € (K1 80)
P xezs{mz_f’(m'x) % [ Grimss )}
M , ,
rnZ: ZS{;G(MX log {f)’;n(( "|0))r [2((£,||0))r }

(oTiA]
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Odvozeni kritéria strukturni optimalizace

ptedchozi nerovnost miiZeme upravit na tvar:

M N
(* L_L>Zz¢mn (bmn')/mn ZZ

m=1 n=1 m=1 n=1

q(m|x) log % EX"||”:;

kde ’y;,m je kriterium strukturni optimalizace:

fy (Xa|m)
)
S |5|XE€5 q(m|x) ogf(n|0) neN,meM

vzhledem k pFedch02| definici £, (.|m) pIatl' pro libovolné f,(-|m) nerovnost:

5] Z (m|x) log £, (xa|m) > 5] Z (m|x) log f,,(x,|m)

xeS xeS
tj. posledni suma na pravé stran& nerovnosti (*) je nezdpornd a ze stejného
ddvodu plati v,,, > 0 pro véechna n € N, m € M;
zvolime-li gi)'mn =1 pouze pro r nejvétsich séitanci ’y;nn, bude platit
M

_LZZZ¢mn Qj)mn ’YngOde UTiA

m=1 n=1
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Upravy strukturniho kritéria - diskrétni smés

fo(xalm), x, € X,, n € N = diskrétni rozloZeni pravdépodobnosti

Yon |S|Z q(m|x) Iogf("|0)), neN,meM
XES Xn
25(67)%):17 XneXm
EEAX,
o] 5 ) s )
Tmn = 18] 249 )| 08 % (xa[0)
xeS £eXx,
f.(¢|m)
0(&,xn)q ,
T = {s] g @ (€. )atmbe)| o8 2 (e
o = W 3 £ (€] (('| )) wil(F.(-1m), £,(-10)),
e,

Ymn ~ Kullback-Leiblerova informaéni divergence (OTiAl
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Upravy strukturniho kritéria - normalni smés

2
normalni hustoty:  ,(X,|ttmn, Cmn) = \/2710 exp{ = (X;U#}

mn

(Xl )
E (m|x)lo fn(X0 ’"", neN,meM,
Lo ‘S| | 2 f anMOmmUOn)

xeS
,7’ ) Z q(m|x) o U;nn . (xn — u;nn)2 (Xn — pon)?
" mxeS Wm|S| O0n 2(0mn)? 2(00n)?
’ ’ _ 2 ’ 2 / >
YViom = h (:umn MOH) + (amn) 1 |og (Umn) _
2 (00n)? (o0n)? (00n)?

snadno lze ovéfit:

/ ) , fo(x \,u/ o )
=w, fa(x O ) log —— =M dlx
m/;(n 2(Xn| B T mn) 108 fn(anlJ/On70-0n) !

9

= 4., ~ "spojita” Kullback-Leiblerova informatni divergence

(oTiA]
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A7: Dukaz neidentifikovatelnosti diskrétni sou¢inové smési

Definice identifikovatelnosti smési (Teicher, 1963)

T¥ida smé&si P = {P(x,0) : 0 € ©} je identifikovatelnd, jestlize parametry
0,0/ € © libovolnych dvou ekvivalentnich smé&sf
P(x,0) = P(x,0), Vx€ X

se mohou liSit pouze pofadim komponent.

Theorem (srv. Teicher, 1963, 1968; Gyllenberg et al., 1994; Grim, 2001)

Libovolna diskrétni sou&inovd smés (x, € X,, |X,| < 00)

P(x) = Z Wi F(x|m) = Z W H fr(Xn|m)

muZe byt ekvivalentné vyjddrfena nekonecn& mnoha riznymi zpisoby (tj.
pomoci riiznych mnoZin parametrii), pokud alespori jedna z podminénych
distribuci f;(x;|m) spliiuje podminku

0 < fi(x;|m) < 1, pro n&aké x; € X.




Souhrn Literatura

Dukaz neidentifikovatelnosti diskrétni sou¢inové smési

Dikaz: Jestlize pro n&jaké i € N, x; € X; a m € M plati 0 < fi(x;|m) < 1
potom jednorozmé&rné rozloZeni pravdépodobnosti f;(-|m) miZeme
nekone¢né mnoha zpﬁsoby vyjadrlt jako konvexni kombinaci

dvou riiznych rozlozeni f, (-|m), f.'(-|m), napt. (0 < @ < 1, 3 =1— a):

fi(€lm) = of; (6lm) + Bf; (€lm), € € &;
(tj. fi(-|m) je vniténim bodem dsezky (f; (-|m), £ (-|m)))
S vyuZitim p¥edchozi substituce miZeme napsat
wmF(x|m) = W,/nF/(x\m) + W,/,;F”(x\m)
kde

’

1
Wy, = QW W, = BWpy

Fximy=f(xlm) T filalm), F'xlm)=f"(ilm) [ falxlm)

neN ,n#i neN ,n#i

a po dosazeni za komponentu wp,F(x|m) mizeme plvodni smés P(x)
vyjadFfit pomoci netrividlng odlisnych parametri, cbd. @
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A8: Alternativni diikaz monoténie EM algoritmu:

Kullback-Leiblerova informa&ni divergence je nezdpornd, tj. plati:
M

e ) — S ol g 9TI)
(a1, (99) = X almi)log 1005 > 0

m=

nasledujici postup vychdzi z pivodniho Schlesingerova diikazu

~ 1S Z'og[Z Wi F (x| q(mlx) = _ WmF(x[m)

M 5
xeS m=1 Zj:l WJF(X‘J)

V&rohodnostni funkci L resp. L Ize zapsat ekvivalentn& pomoci g(m|x):

=191 Z {2 almix)toglwin F(x|m)] — 3 q(m}x)log a(mix) |
=5 = {1 almbo toglw F (x|m)] — 3 a(mlx) log (mlx)}
xeS m=1 =il

(oTiA]
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Alternativni diikaz monoténie EM algoritmu: L' > L

P¥edchozi vzorce pouZijeme k vyjadfeni pFirlistku vérohodnostni funkce:

M

|S| Z{ Z (mlx) log |:W F' (X| } I Zq mlx) lo q((m|x))}

xeS m=1 S

Druhy €len na pravé strané predstavuje Kullback-Leiblerovu divergenci:
(1= 253 atmbotos [“2E ] 4, oy
EPAP=" 06/ /

Dalsi postup se shoduje s ptivodnim diikazem:
Po vynechani nezaporné informa&ni divergence dostaneme nerovnost

L>EZ{Z q(m|x) Iog[m}}

w, < F(x|m)
mz:: [|S|Z m|x)} log ;ZS g(m|x) log Fixim )l'_M'
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Alternativni diikaz monoténie EM algoritmu: L' > L

S vyuitim substituce za w,, podle kroku M obdrzime nerovnost

M ’ M ’

1 w,, / w,,
E {E E Q(m|x)} Ingi,,, = E W, |0gv7 >0
m=1 xX€ES m=1

m

Podle definice v kroku M:  F'(.|m) = arg n(1‘ax){ g(m !S'|) log F(x|m)}

tzn. pro libovolnou funkci F(x|m) plati nerovnost:
(*) Z q(m]|x) log F/(x|m) > Z qg(m|x)log F(x|m), me M
xeS xeS

Z uvedenych nerovnosti plyne monotonnl vlastnost EM algoritmu
M

L—L>Zwlog—+ ZZ (m|x) log ((| ))>0

m=1 m=1xeS

POZN. Definice M-kroku je zbyte¢n& silnd, sta&i aby nové parametry
splifovaly nerovnost (*) = GEM algoritmus

(oTiA]
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A9: Dasledky monoténni vlastnosti EM algoritmu

Neklesajici shora omezena posloupnost hodnot kritéria {L(Y)1° m4
kone€nou limitu L* < oo a proto spliiuje nutnou podminku konvergence:

lim (O =1"<oo = lim (L&D —1B)=0

t—oo t—oo

kterd plati i pro posloupnosti {w()(m)}22,, {g®(:|x)}2,, m € M:

lim [[w D (m) = wO(m)[| =0, lim [|g*(mlx) — ¢ (m]x)|| = 0.

t—o0 t—oo

P¥edchozi limity plynou z nerovnosti

L) 0 > I(W(”l)(-)HW \S| Z/ |x ||q(f+1)(~|x))
xeS

s pouZitim nasledujici obecné nerovnosti (viz Kullback (1966)):

3= Priios Ty = 4 (2 1P700 ~ POI)" = 1P - POI

(oTiA]
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A10: Maximalné vérohodné odhady a problém aproximace

Maximalizace vérohodnostni funkce je asymptoticky ekvivalentni minimalizaci
horni meze euklidovské vzdalenosti mezi skutecnou diskrétni distribuci P* a
Jeji aproximaci P.

Dikaz: Asymptoticky, pro |S| — oo, plati

lo = lim ) log P(x P*(x) log P
|S\HOO|S|Z gP \Sllﬂwéw( g P(x) = > P*(x)log P(x)

XEX

kde y(x) > 0 je relativni Eetnost vyskytu diskrétniho vektoru x
v posloupnosti S a P* je skutetné rozlozeni pravdépodobnosti.
Tvrzeni véty plyne z nerovnosti (viz Kullback, 1966):

*

> Plog ) = 3 (1P~ PC0I) 2 7P~ POIR

xeX xeX

(oTiA]
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Al1l: Dikaz nezapornosti Kullback-Leiblerovy divergence

Theorem (viz napt. Vajda, 1992)

Pro libovolnd dvé diskrétni rozloZeni pravd&podobnosti {q1, gz, ..., qm},
{91, 9, ..., qy} plati nerovnost

Ialla)=>" am

pFi¢emZ rovnost nastane pravé tehdy, je-li q;n = gm, pro vsechna m € M.

Im >0

Dakaz: Bez ztraty obecnosti miizeme predpokladat g, > 0 pro viechna
€ M (protoze 0 IogO = 0). Podle Jensenovy nerovnosti plati:

% Iog <Iog(quq’")zlog(iq:n):loglzo,

m=
pFi¢emZ rovnost nastane pravé tehdy, je-li ql/ql = Cl;\/,/CIM, cbd.

o Ve s s 7 v ot . z ’ /
Dusledek: nasledujici suma na levé strané je maximalni proq = q

M M
> Gmlogdy, < Gmlog qm
m=1 m=1
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A12: Diskrétni sou€inova smés univerzalné aproximuje

Lemma (viz nap¥. Grim, 2006)

Necht pK) k =1,...,K, K = |X| jsou tabulkou definované hodnoty
libovolného diskrétniho rozloZeni pravdépodobnosti P(x) na prostoru X :

PxW)=p®, xWex, k=1,....K, Xx=U{x®}

Potom diskrétni rozloZeni pravd&podobnosti P(x) miiZe byt vyjddreno ve
tvaru soucinové distribu¢ni smési pomoci delta-funkci

P(x) = > wiF(xlk) =Y p* T] 0, x{),

k=1 neN

£

Diikaz: Je zfejmy z uvedeného vzorce. Komponenty smé&si definované pomoci
delta-funkci jsou p¥itazeny jednotlivym bodiim prostoru x(¥) € X a vaha
komponenty je rovna p¥isluiné tabulkové hodnot& p(¥):

F(x|k) = H(?x,,,n o we=pR, k=1,... K.
neN
POZN. Uvedeny konstruktivni dilkaz ma pouze formalni vyznam, aproximace .
s vyuzitim EM algoritmu je numericky vyhodnégjsi. umA
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A13: EM algoritmus pro Bernoulliovskou smés

zakladni schema EM algoritmu v C++: smés Bernoulliho rozlozeni

//  Odhad parametru smesi Bernoulliho rozlozeni pomoci EM algoritmu

/

//int NN; // dimenze binarniho vektoru (DNN=NN+1)

//int MM; // pocet komponent smesi (DMM=MM+1)

//short X [DNN] ; // binarni datovy vektor

//double P [DMM] [DNN], SP [DMM] [DNN] ; // parametry smesi (theta) a scitaci promenne
//double  W[DMM] ,SW[DMM] ; vahy komponent a prislusne scitaci promenne
//double  FX[DMM]; // hodnoty komponent pro dany vektor X [DNN]
//double  FXM,SWM,Q,SUM, SWM; // pomocne promenne

//int N,M, IT, ITERMAX ; // pemocne promenne

for(IT=1; IT<=ITERMAX; IT++)
/7

{ for(M=1; M<=MM; M++) {SW[M]=0.0; for(N=1; N<=NN; N++) SP[M][N]=0.0;}

0=0.0;
for (J=1;J<=07 ; J++) // cyklus pres vsechny datove vektory X
{ READ(X); SUM=0.0; // nacteni X ze vstupniho souboru
for (M=1; M<=MM; M++)
{ FXMEW[M] ;
for(N=1; N<=NN; N++) if (X[N]=1) FXM*=P[M] [N]; else FXM¥=(1-P[M] [N]);

FX [M]=FXM; SUM+=FXM;
} // end of M-loop
Q=Q+log (SUM) ;
for ((M=1; M<=MM; M++)
{ G=FX[M]/SUM; SW[M]+=G; for(N=1; N<=NN; N++) if (X[N]=1) SP[M] [N]+=G;
} // end of M-loop
} // end of J-loop

Q=0/33;

for (M=1; M<=MM; M++) 1/ vy novych t
{ SWM=SW[M]; W[M]=SWM/JJ; for((N=1; N<=NN; N++) P[M][N]=SP[M] [N]/SWM;
} // end of M-loop

print (IT,Q) ;

} // end of IT-loop

/7
printf ("\nKonec EM algoritmu\n\n");
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Al4: EM algoritmus pro souc¢inovou normalni smés

EM algoritmus v C++: souginova normalni smés s velkou dimenzi

//  Odhad parametru normalni soucinove smesi pomoci EM algoritmu
/

//int IT,N,M; long K; double F,G,FXM,SWM,SUM,FMAX,Q0;  // globalni promenne:

//short X[DNN] ; // datovy vektor (DNN=NN+1)

//double  FX[DMM],W(DMM], SW[DMM] ; // komponenty, vahy a odhady vah komponent

//double  C[DMM] [DNN], A[DMM] [DNN]; // vektory prumeru a rozptylu (DMM=MM+1)

//double  SC[DMM][DNN],SA[DMM] [DNN]; // nove odhady vektory prumeru a rozptylu
IT<=ITMAX; IT++)

OMCEMM; M) // logaritmicke parametry a nulovani stradacu
F=log (W[M] +RMIN) -NN2LN2PI ;
=NN; N++) (F-=log(A[M][N1); SCM] [N]=RMIN; SA[M][N]=RMIN;}
WIMI=2*F; // ¥kvuli deleni pri vypoctu exponentu
} // end of M-loop

for (I=1;I<=K // cyklus pres vsechny datove vektory X

{ READ(X); G

for(M=1; M<=MM; M++) // vypocet logaritmu komponent

{ FXM=W[M]; for(N=1; N<=NN; N++) (F=(X[N]-C[M]N])/A[M] [N]; FXM-=F*F;)
FX/=2.0£;  FX[MI=FXM; if (FXU>FMAX) FMAX=FXM;

} // end of M-loop

SUM=0.0;

for (M=1; M<=MM; M++) // odlogaritmovani komponent a vypocet B (X)

{ FXM=FX[M]-FMAX; if(FXMDMINLOG) (FXM=exp(FXM); SUM+=FXM;} else FXM=0.0;
FX[M]=FXM;

) // end of M-loop

Q=0+10g (SUM) +FMAX ; // vypocet hodnoty verohodnostni funkce

for (M=1; M<=MM; M++)
{ G=FX[M]/SUM; SW[MI+=G;
for (N=1; N<=NN; N++) (F=X[NI; SCIMI][N]+=G*F; SA[M][N]+=G*F*F;}
} // end of M-loop
} // end of K-loop
/=K;

i OMEMM; M) // vypocet novych parametru komponent
{ swM=sWiM]; WD

for(N=1; N<=NN; N++)

{ F=sc[M] [N]/swM;

} // end of N-loop
) // end of M-loop
printf("\nIT=52d Q=#15.71f \n",IT,Q);

A[M] [N]=sqrt (SA[M] [N] /SWM-F*F) ;

} // end of IT-loop




P¥i vyletu na Karlstejn béhem pobytu v Praze v roce 1995. UTiA
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Vienna, April 1992 I-—M-
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Paper Award

Certificate

J - i G I
has been recognized with a
SPRINGER BEST PRESENTATION AWARD

at the International ICSC Symposium on
NEURAL COMPUTATION (NC'2000)

Prof. Hans-Heinrich Bothe Hans
Symposium Chair ICSC President

Second ICSC Symposium on Neural Computation, Berlin, 2000 UTiA
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Paper Award

Ustav teorie informace a automatizace
Akademie véd Ceské republiky v.v.i.

Udgluje v soutéZi o Nejlepsi publikaci 2009
2o
Jiims Grimovi
apici
| Computer-Aded Evaluation of Screening Mammograms
J Based on Local Textture Models

|
B JEEE Tans. o mage Processn, vol. 18, No. 4, pp. 765-773, 1SS 10577149, At 2009

(spolautai Somol P, Kind| M., Dane. )

rediel istavu

IEEE Transactions on Image Processing 18(4): 765-773, 2009
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Paper Award

Best Paper Award Certificate
in recogntion ofthe professional excelence of the paper

Digital Image Forgery Detection by Local Statistical Models

Jiri Grim, Petr Somol
&
Pavel Pudil

Sixth International Conference on Intelligent Information Hiding and Multimedia
Signal Processing, IIH-MSP Darmstadt, 2010
(oTiA]
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Paper Award

Ustav teorie informace a automaizace
Akademie véd Ceské republiky v.v.i

UdBluje v Soutei  Nefleps publikaci 2014
e
Vs Grimon.
s
& Sequential pattern recogition by masinas
o conditional informativity

Patn Recogntn L, Eseve 2010, 3. 945

% =

Pattern Recognition Letters, Vol. 45C, pp. 39-45, 2014

(oTiA]
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Paper Award

Ustav teorie informace a automalizace
Akademie véd Ceské republiky

Udgluje v soutéZi o Nejlepsi publikaci 2008

20m
Jiima Grimovi
api

Iterative principles of recognition
in probabilistic newral networks

Neural Networks, 21(6): 838-846, 2008
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Paper Award

Ustav teorie informa

aautomatizace
Akademie véd Ceské republiky

Cena za nejleps

wtlena v roce 2000

Slf- Organising Mapis
and Rolalbilistic Neural o Nedworks

Neural Network World No. 3, 2000, 407415

/p;»/ &//

/ot s

Neural Network World, 3(10): 407-415, 2000
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Y4

P¥iklad 1: Rozpoznavani ¢islic na bindrnim rastru

Fadky: &etnost jednotlivych rozhodnuti pro &islice z dané t¥idy
posledni sloupec: procento chybné klasifikovanych &islic z dané t¥idy
posledni Fadek: Cetnost &islic chybné za¥fazenych do dané t¥idy

CLASS 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 | chybne
testovaci: 20182 | 22352 | 20038 | 20556 | 19577 | 18303 | 19969 | 20947 | 19790 | 19767 neg.:
0 19950 8 43 19 39 32 36 0 38 17 11%
1 2 | 22162 30 4 35 7 18 56 32 6 0.9%
2 32 37 | 19742 43 30 9 8 29 90 16 1.5%
3 20 17 62 | 20021 4 137 2 28 210 55 2.6%
4 1 6 19 1| 10170 1 31 51 30 247 21%
5 25 11 9 154 4 | 17925 39 6 9% 34 21%
6 63 10 17 6 23 140 | 19652 1 54 3 1.6%
7 7 12 73 10 73 4 0 | 20497 22 249 21%
8 22 25 53 97 30 100 1 11 | 19369 72 21%
9 15 13 25 62 114 2 3 146 03 | 19274 2.5%
l chybné poz.: H 197 l 139 l 537 l 396 l 352 l 462 l 148 l 328 l 665 l 699 l 1.84% ‘

Celkova chyba v procentech: 1.84%
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P¥iklad 2: Modelov
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textura "ratan”: predikce pomoci optimalnich "dlazdic” p

anim

7

syntéza vzorkov
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optimalni
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3 komponenty p,,
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a 2
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POZN. Metoda "stochastického vzorkovani” je blizkd modelovani textur

zdic”.

ich "dla

€ navazujicic

kone¢ného poétu spojité

anim

kombinov.
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Priklad 3: Vyhleddvani poruch a odchylek v textute

Analyza nepravidelnosti textury “obklad”:

plvodni obrazek L-nevérohodnost LR-nevé&rohodnost

Cervené zabarveni: = neobvykld (atypickd) mista (poruchy) v textufe

@ stfedni obrazek: = nizké hodnoty v&rohodnosti: log P(x)
P(x)
Po(x)

@ pravy obrazek: =~ nizké hodnoty vérohodnostniho poméru: log

(oTiA]
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Priklad 4: Vyhodnocovani screeningovych mamogrami

ovéfeny ndlez vérohodnostni analyza

(oTiA]
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Priklad 5: Forenzni analyza obrazovych dat

Plvodni obrdzek s vloZenou ovalnou &asti v levém hornim rohu
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Priklad 5: Forenzni analyza obrazovych dat
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Ovdlna &ast v levém hornim rohu je zfetelné svétlejsi v dasledku odlisnych lokalnich

vlastnosti textury E
UTIA
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Priklad 6: Predikce chybégjicich &asti obrazku

ptivodni poskozeny obrazek

o e o




Priklad 6: Predikce chybégjicich &asti obrazku

opraveny obrazek
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Census: srovnani vékového sloZeni rliznych subpopulaci

10,V

)
BT 1anx 67% 35% 143% 142% 83% 2E3 24%,
i s e % s bas fog .
fou s G %y Sex B s fox
man 0 0010 P P w0-soie - v
P ir=ers

POZN. MoZnost analyzy subpopulaci je omezena pouze pfesnosti modelu. _—.:]
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